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Zusammenfassung

Darstellungen sind fiir Erkenntnis- und Kommunikationsprozessein der Mathematik und im
Mathematikunterricht wesentlich. Im Sachrechnen werden grafische Darstellungen hauptsachlich als
Bearbeitungshilfen verwendet und erforscht. Studien zur Férderung der Nutzung grafischer
Bearbeitungshilfen zeigen kein einheitliches Bild. Forschungsergebnisse zu einem Unterricht, dervon
Kindernselbstgenerierte grafische Darstellungen im Sachrechnen als Erkenntnis-, Kommunikations-
und Reflexionsmittel verwendet, mit dem Ziel, die Entwicklung der grafischen
Darstellungsfahigkeiten derKinder zu fordern, gibt es bisher nicht. Hierauf fokussiert die vorliegende
Studie. Dabei wird untersucht, inwieweit sich eine dementsprechende Intervention auf die
Darstellungsfahigkeiten derKinderund die Losungsraten zu Textaufgaben auswirkt. Die Ergebnisse
zeigen, dass die Schiilerinnen und Schiiler der Interventionsgruppe bei relativ gleichbleibendem
Abstraktionsgrad signifikant hdufiger als Kinder aus Kontrollgruppen mathematisch passende
grafische Darstellungen der mathematischen Struktur anfertigen. Die Losungsraten verbessern sich
kontinuierlich, der Unterschied istjedoch nicht signifikant. Das Beachten der korrekten
mathematischen Struktur einer Textaufgabein der grafischen Darstellung kann jedoch als
Voraussetzung fiir eine mogliche Nutzung als Bearbeitungshilfe betrachtet werden.
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Abstract

External representations are essential for mathematical understanding and for mathematical
communication processes. In particular, graphicrepresentations are taught and researched as tools
for solvingword problems. Studies concerning the use of these tools do not produce consistent
results. Furthermore, there is alack of research into the development of children’s graphic
competences, when the chil- dren’s self-generated graphicrepresentations for word problems are
usedinlessonsasa means of knowledge, communication and reflection. This project, therefore,
focuseson this gap by researching the effect of such an intervention onthe ability of children to
create graphic representations and on the solution rates of word prob- lems. The results show that
the childreninthe intervention group, with arelatively constant degree of abstraction, produce
mathematically appropriate graphicrepre-sentations of the mathematical structure significantly
more frequently than children from control groups. Solution rates improve, but the differenceis not
significant. However, when using drawings as tools for solving word problems, observing the correct
mathematical structure of a word problemin a graphicrepresentation can be regarded as an
essential prerequisite.
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1 Einleitung

Darstellungensind fiir Erkenntnisprozessein der Mathematik und im Mathematikunterricht
wesentlich. Mathematische Beziehungen werden in Darstellungen sichtbarund kénnen untersucht
werden. Dies macht Darstellungen auch fir mathematische Lernprozesse bedeutsam. Dabei
reprasentieren Darstellungen nicht einfach mathematische Objekte, sondern die Darstellung kann
selbst als die mathematischeldee gesehen werden und bestimmt diese mit (vgl. Dérfler 2015; Pimm
1987)%. Die Entwicklungund Diskussion mathematischer Sachverhalte erscheint somit ohne das
Nutzenvon Darstellungen vielfach unmaglich. Sie sind sowohl Mittel zum Er- kenntnisgewinn als
auch Grundlage flrVerstandigung und Kommunikation Glber mathematische Sachverhalte (vgl.
Dorfler 2015). Zudem erméglichen sie Reflexionen und metakognitive Uberlegungen (Bruner 1966, S.
24). Es koénnenverschiedene mathematische Darstellungssysteme unterschieden werden. In jedem
System sind Verknlpfungen und mathematische Relationen definiert. Bezlglich eines
mathematischen Sachverhalts sind die Systeme paarweise isomorph aufeinander bezogen (vgl.
Dorfler2015). Einflexibler Umgang mitverschiedenen Darstellungen wird als wesentlich flirden
Erwerb eines mathematischen Verstandnisses und als Ausdruck mathematischer Kompetenz
angesehen (vgl. Laakmann 2013; Goldin und Shteingold 2001; Lesh et al. 1987). Gleichzeitig besteht
darineine grofRe Herausforderung fiir die Lernenden (vgl. Duval 2006). Auch das erfolgreiche
mathematische Problemltsen hangt mit dem Nutzen passenderVor- und Darstellungen zusammen
(vgl. Fagnantund Vlassis 2013).

SpéatestensseitderVeroffentlichung der Bildungsstandards im Fach Mathematik (KMK 2005) wird
dem Darstellen entsprechend seiner Bedeutung flir die Mathematik auch im Mathematikunterricht
ein hoherStellenwert eingerdumt. Das Darstellenist hierals ein ,Ziel“schulischer Lehr-Lern-Prozesse
im Sinne der Ausbildungund Férderung allgemeiner Kompetenzen normativ gesetzt. Die Kompetenz
,Darstellen“beinhaltetin den Standards das Entwickeln und Nutzen geeigneter Darstellungen fiir das
Bearbeiten mathematischer Probleme sowiedas Ubersetzen, Vergleichen und Bewerten von
Darstellungen (KMK 2005, S. 8). Kommunikative Funktionen des Darstellens sind der Kompetenz
»,Kommunizieren”(ebd.)zugeordnet.

Im Kontext des Sachrechnens werden grafische Darstellungen inihrer Funktion als Hilfsmittel fiir die
Aufgabenlésung thematisiert (Franke und Ruwisch 2010, S. 103 ff). Grafische Bearbeitungshilfen
sollendie Kinder beim Verstandnis der Sachsituation und beim Finden einer passenden Losung
unterstiitzen. Studien zeigen jedoch, dass Kinder oft Schwierigkeiten haben, grafische
Bearbeitungshilfen zuverwenden. Vorallem bereite esihnen Probleme, die mathematischen
Beziehungen der Aufgaben grafisch abzubilden (vgl. Hasemann 2006).

Fasst man diese Befunde zusammen, so zeichnet sich zum einen ein Dissens zwischen den
fachdidaktisch motivierten Ideen und derrealen Umsetzung und Nutzung durch die Lernendeninder
Primarstufe ab. Zum anderen werden grafische Darstellungen im Sachrechnen als Hilfsmittel zur
Aufgabenlésung eingesetzt und haben damitlediglich eine ,Stitzfunktion” (Krauthausen und Scherer
2007, S. 259). Als Darstellungsform mit eigenen Regeln fir die Erstellung und die Darstellung
mathematischer Strukturen werden sie kaum thematisiert.

Wie sich ein Unterricht, der grafische Darstellungen als eigene Darstellungsform ins Zentrum stellt,
auf die Darstellungsfahigkeiten der Lernenden und die Losungsrichtigkeit von Sachaufgaben auswirkt,

1 Die Beziehung zwischen Darstellungen und mathematischen Objekten wird in der Literatur unterschied-ich
betrachtet. So siehtbeispielsweise Duval (2006) Darstellungen als Reprasentationen abstrakter
mathematischer Objekte an.
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istunklar. Die hierbeschriebene Studie leistet einen Beitragin diese Richtung, indem eineauf die
Entwicklung von Bewusstheit (vgl. Mason 1987) fiir das Erstellen von Darstellungen ausgerichtete
Intervention evaluiert wird2. Ahnlich wieim Arithmetikunterricht beziiglich Rechenstrategien bereits
verschiedentlich erprobt (z. B. Steinweg 2002), bilden selbstgenerierte grafische Darstellungen der
Kinderdie Grundlage fiir Reflexionsgesprache, mit dem Ziel, die Darstellungsfahigkeiten der Kinder
zu fordern.

2 Theoretische Rahmung

Darstellungen werdeninverschiedenen Forschungsdisziplinen erforscht. Dabei werden jeweils
besondere Charakteristika und Funktionen von Darstellungen herausgearbeitet, dieauch fir das
grafische Darstellenim Sachrechnen bedeutsam sind. Im Folgenden werden die, fiir diese Arbeit,
wesentlichen Begriffe geklart sowie Forschungsbefunde und Forschungsdesiderateim Bereich des
grafischen Darstellens zu Textaufgaben herausgearbeitet. Dain der Studie eine auf die Entwicklung
von Bewusstheit (vgl. Mason 1987) fiir das Erstellen von grafischen Darstellungen ausgerichtete
Intervention evaluiert wird, erfolgt ebenso eine kurze Auseinandersetzung mit
Forschungsergebnissen zur Entwicklung von Bewusstheit durch Reflexionen.

2.1 Begriffsklarung

Fiir die Mathematik ist die Darstellung mathematischer Beziehungen in Diagrammen wesentlich.
Grafische Darstellungen konnen den Charaktervon Diagrammen haben. Im Folgenden werden
zunachstdie grundlegenden Begriffe ,,Darstellung”, ,grafische Darstellung”und ,Diagramm?“geklart.

2.1.1 Darstellung

Der Begriff Darstellung wird im Allgemeinen oft mitdem der Reprasentation gleichgesetzt. Es wird
darunteretwas verstanden, das fiiretwas Anderes steht (vgl. Duval 2006). Die Reprasentationist
eine Funktion, die Darstellungen erfiillen kénnen. Insgesamtist diese Definition jedoch zu kurz
gegriffen.

Darstellungen konnen als Inskriptionen (vgl. Latour 1990; Latour und Woolgar 1986) verstanden
werden. Inskriptionen sind jegliche Formen von Materialisierungenin einem Medium, z. B. auf dem
Papier (Gravemeijer 2010, S. 18 f). Dadurch sind Inskriptionen im Gegensatz zu Vorstellungen direkt
fur andere zuganglich und kdnnen Teil einer sozialen Praxis werden, in der die Bedeutung der
Inskription ausgehandelt und dadurch Erkenntnis gewonnen wird (vgl. Roth und McGinn 1998).
Inskriptionen kdnnen auch als die wahrnehmbare Basis von Zeichen aufgefasst werden. Als solche
vermitteln siezwischen einem Objekt, das durch sie dargestellt wird, und einem interpretierenden

2 Die Studie istder zweite Teil meines Dissertationsprojekts zumgrafischen Darstellen zu Textaufgaben. Das
gesamte Projektistin Ott (2016) publiziert.
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Subjektund dienen damiteinemindividuellen Erkenntnisgewinn (vgl. Peirce 1965; CP 22283;
Hoffmann 2005). Peirce (ebd.)arbeitet heraus, dass ein Zeichen nicht perse fiiretwas steht, sondern
vielmehrnurfirjemanden etwas vor einem gewissen Hintergrund reprasentiert. Zum Verstehen
einesZeichens sind somit stets Lese- und Interpretationsprozesse notig. Zeichen erfiillen damit eine
Funktion als Erkenntnis- und Reprasentationsmittel (Hoffmann 2005, S. 34 ff). Um die
Reprasentationsfunktion genauer zu untersuchen, kénnen Darstellungen auch als Reprasentationen
innerhalb eines strukturierten Reprasentationssystems betrachtet werden (vgl. Goldin und Kaput
1996; Palmer1978). Innerhalb eines Reprasentationssystems werden Informationen iberden
reprasentierten Sachverhalt abgebildet, indem die wesentlichen Informationen durch die innere
Struktur der Reprasentation wiedergegeben werden (vgl. Palmer 1978, S. 264). Die Betrachtungder
inneren Strukturen ermoglicht es, Beziehungen zwischen verschiedenen Reprasentationen genauer
zu untersuchen.

2.1.2 Grafische Darstellung

In der mathematikdidaktischen Literatur werden verschiedene Darstellungsformen unterschieden
(vgl.z.B. Goldinund Shteingold 2001; Lesh et al. 1987; Bruner 1964). Alle Klassifizierungen fihrenim
weitesten Sinn bildliche Darstellungen als eine Kategorie oder Unterkategorie von Darstellungen an.
Eine in Bezugauf das grafische Darstellen zu Textaufgaben hilfreiche Klassifizierungist die
Unterscheidung zwischen depiktionalen und deskriptionalen Darstellungen (Schnotz 2014, S. 47 f).
Deskriptionale Darstellungen beschreiben einen Sachverhalt durch Symbole. Beispiele hierfiirsind
Terme oderSatze, und damitauch Textaufgaben. Zur Beschreibungvon Beziehungen zwischen
einzelnen Elementen sind in deskriptionalen Darstellungen ,Relationszeichen”(Schnotz 2001, S. 297)
notwendig, durch die Strukturinformationenin die Darstellung eingebaut werden. In Texten
benennen beispielsweise Substantive den Sachverhalt und werden durch Verben und Prapositionen
miteinanderin Beziehung gesetzt. Depiktionale Darstellungen hingegen sind ,,rdumliche
Konfigurationen, die aufgrund struktureller Gemeinsamkeiten fiir den reprasentierten Sachverhalt
stehen”(Schnotz 2014, S. 48). Sie besitzen Struktureigenschaften, die mit Eigenschaften des
darzustellenden Sachverhaltes (ibereinstimmen und weisen somit eine Ahnlichkeit zum Sachverhalt
auf (Schnotz 2001, S. 297). Die Ahnlichkeit kann darin bestehen, dass reprasentierte und
reprasentierende Merkmale libereinstimmen, wie z. B. in einer Fotografie, odervoneinander
verschiedensind, wiez. B.in einem Streifendiagramm, in dem Langenverhaltnisse verwendet
werden, umdie Addition von Zahlen darzustellen. Depiktionale Darstellungen beinhalten keine
Relationszeichen zur Strukturabbildung (Schnotz 2014, S. 47). Auch Tabellen kénnen aufgrundihrer
Beschaffenheit als depiktionale Darstellungen aufgefasst werden (Schnotz 1994, S. 111 f; s. a. Cox
1999).

Grafische Darstellungen sind eine Form depiktionaler Darstellungen. Sie zeichnen sich dadurch aus,
dass zweidimensionale Darstellungsmaoglichkeiten mitinhaltlichen Aspekten des darzustellenden
SachverhaltesinVerbindung gebracht werden (Stern etal. 2003, S. 192). In derKinderzeichnungin
Abb. 1 istbeispielweisedie Hohe eines Turmsin Abhadngigkeit von der fiirden Bau bendtigten Zeitin
Jahren grafisch dargestellt. Die notierten Ziffern ,,2“ geben die Hohe eines jeden Turmabschnitts an.
Durch ihre Anordnung libereinander stehen sie in Beziehung zur Gesamthohe des Turms. Mit 1 J“
wird jeweils die Bauzeit angegeben. Durch die Anordnungder

3 Die Zitation CP bezieht sich auf die Collected Papers von Ch. S. Peirce. Die Ziffer vor dem Punkt gibtdie
Bandnummer an, die Ziffern danach die Nummer des jeweiligen Paragraphen.
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»,1J“nebenjeweils einer,2“ und einem Turmabschnitt wird die Beziehung zwischen der Bauzeit und
desindieserZeitgebauten Turmabschnitts deutlich gemacht: Pro Jahrwird ein Abschnitt mitder

Hohe ,2“ gebaut (fiirweitere Ausfiihrungen vgl. Abschn. 4.2.1).

Abb. 1 Grafische Darstellung

In Grafiken kdnnensomitin einem Sachverhaltinharente Beziehungen durch die Position der
einzelnen Elemente in der Grafik direkt deutlich werden (vgl. Larkin und Simon 1987). Im Unterschied
zu Textenistflrdas Lesen einergrafischen Darstellung keine Reihenfolge vorgegeben. Das macht
grafische Darstellungen flir das Problemldsen besonders bedeutsam (vgl. Schnotz 2014).

In derLiteraturwerden verschiedene Auspragungen grafischer Darstellungen unterschieden (Ott
2016, S. 36 ff). Das Kriterium zur Unterscheidungistin diesen Klassifizierungen das Aussehen der
Grafik, wie z. B. in der Unterscheidung zwischen Saulen-und Kreisdiagrammen, oder der Bezug zur
Realitat. So wird beispielweise zwischen bildlichen und schematischen Darstellungen unterschieden
(vgl. Peschek 2003; Hegarty und Kozhevnikov 1999). Wahrend bildliche Darstellungen die visuellen
Oberflachenmerkmale des Sachverhaltes abbilden, wie z. Brealistische Gemalde, bilden
schematische Darstellungen die Relationen des Sachverhaltes ab, wie z. B. Streifendiagramme
(Hegarty und Kozhevnikov1999, S. 688)*. Veloo und Lopez Real (1994, S. 670) unterscheiden dhnlich,
sprechenjedoch von konkreten und symbolischen Darstellungen. Sie ordnen dazwischen semi-

konkrete Darstellungen an.

4 Diese Klassifizierung kommt der Unterscheidung depiktionaler Darstellungen aufgrund der Ahnlichkeitder

reprasentierten und reprasentierenden Merkmale durch Schnotz (2001) nahe.
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Dieinder Literaturvorgeschlagenen grafischen Bearbeitungshilfen (z. B. Franke und Ruwisch 2010, S.
103 ff) sind auBerderSituationsskizze schematische Darstellungen. Dies entspricht dem wichtigen
Anliegen des Mathematikunterrichts, den Lernenden ein mathematisch-abstraktes Verstandnis zu
ermoglichen (vgl. Steinweg 2013).

2.1.3 Diagramm

Haufigwerden unter Diagrammen verschiedene bildliche Darstellungen verstanden (vgl. Novick
2006; Diezmann 2002; Schnotz 1994; Larkin und Simon 1987). Fiir die Definition von Diagrammeniist
jedoch nichtdie Unterscheidung zwischen sprachlichen und bildlichen Darstellungen wesentlich
(Hoffmann 2005, S. 126). Vielmehrsind Diagramme Zeichen mit einem relationalen Charakter, deren
Grundlage eine Inskription bildet (Dorfler 2006, S. 210). Satze, algebraische Formeln oder grafische
Darstellungen kdnnen Diagrammesein.

Diagramme besitzen eine wohldefinierte Struktur, die durch die Beziehung zwischen den einzelnen
Teilen oder Elementen festgelegt ist. Es gibt Regeln fir Umformungen und Zerlegungen sowie flirdie
Erstellung, das Lesenund die Verwendung (Dorfler 2013, S 75 f). Zudem bendtigen sie eine Art
,Bedienungsanleitung”, die, wie z. B. die Bedeutung unserer Rechenzeichen, explizit verfiigbar oder
implizitin derPraxis des Umgangs mitihnen gegeben sein kann. Durch Konventionen ist festgelegt,
wodurch und wie im Diagramm welche Beziehung ausgedriickt oder gezeigt wird (Dorfler 2006, S.
210). Fir das Erstellen und das Verstehen von Diagrammen ist es wesentlich, dass sie nichtineinem
figurativen, sondernin einem relationalen Sinnverstanden werden (ebd.). Die Interpretation von
Diagrammenistim Unterricht nicht von vornherein festgelegt, sondern entstehtim sozialen
Austausch (Dorfler 2006, S. 215) und kann sich beispielweise wahrend eines Problemldseprozesses
fortlaufend weiterentwickeln (vgl. Schreiber 2010).

2.2  Forschungsbefunde

Neben derSprache ist das grafische Darstellen ein Ausdrucksmittel, das von Kindern schon weitvor
Schulbeginn erprobtist (vgl. Rasch 2001; Sherin, 2000). Lernende jeglichen Alters kdnnen auf ein
Vorwissen zur Herstellung und Verwendung grafischer Darstellungen zuriickgreifen. Die Darstellung
mathematischer Beziehungen, die flireine Verwendung grafischer Darstellungenim Sachrechnen
notwendigist, bereitetden Schiilerinnen und Schiilern jedoch haufig Probleme (Franke und Ruwisch
2010, S.103; Hasemann 2006). Rasch (2001) hebt hervor, dass gerade Kinderzu Beginnihrer
Schulzeitden Alltagskontext detailliert abbilden, jedoch kaum die Aufgabenstruktur aufzeichnen
(Rasch 2001, S. 303 f). Mit zunehmendem Alter derKinder bzw. Voranschreitenin der Schullaufbahn
(vgl.Veloound Lopez Real 1994) odereinem Unterricht, der die Kinderdarin unterstitzt eine Vielfalt
eigenerldeen und Darstellungen zu generieren (vgl. van Dijk et al. 2003), kdnnensich die
selbsterstellten grafischen Darstellungen derKindervon einfachen, konkreten, stark auf den
Aufgabenkontext bezogenen Darstellungen zu schematischen, grafischen Darstellungen entwickeln.
Schematische Darstellungen erweisen sich fiir das Problemlésen als effektiv, wahrend bildliche
Darstellungen sich ehernegativauf den Losungsprozess auswirken (Hegarty und Kozhenikov 1999; s.
a. van Garderen und Montague 2003). Befunde einer Studie von Veloo und Lopez Real (1994) geben
Hinweise darauf, dass jedoch weniger der gering ausgepragte Realitdtsbezug ausschlaggebend fiir ein



erfolgreiches Problemldsenist, als vielmehr die Darstellung der mathematischen Beziehungen und
das Einbauen dergegebenen numerischen Information (Veloo und Lopez Real 1994, S. 673).

Hinsichtlich der Vollstandigkeit grafischer Darstellungenist der Adressatenbezug von Bedeutung:
Darstellungen, die sich an eine potentielle Offentlichkeit richten, sind vollstindiger gestaltet und
reichhaltiger beschriftetals Darstellungen, die zum eigenen Gebrauch angefertigt werden (Cox 1999).
In Problemldseprozessen fertigen Kinder oft minimalistische Darstellungen an, deren Bedeutung
nichtimmerexplizit gemacht wird (Meira 2010).

Studien zur Nutzung grafischer Darstellungen als Bearbeitungshilfe mit Aufgaben unterschiedlicher
Komplexitat zeigenimmer wieder, dass die Lernenden grafische Darstellungen kaum als Hilfsmittel
fiur sich verwenden (vgl. Fagnant und Vlassis 2013; Lopez Real und Veloo 1993; van Essen und
Hamaker 1990; Bender 1980a, 1980b). Die Losungsraten sind jedoch hoherunterdenKindern, dieim
Problemldseprozess Zeichnungen anfertigen (vgl. Miller 1995; Veloo und Lopez Real 1994; Bender
1980a, 1980b). Bereits die Aufforderung, eine Zeichnung zu erstellen, hat positive Effekte auf die
Losungsraten (vgl. Miiller 1995; Veloo und Lopez Real 1994). Das Anfertigen einer grafischen
Darstellung garantiert nicht das Finden einer korrekten Lésung, kann jedoch die Chance erhéhen,
dass das Problemrichtig konzeptualisiert wird (van Essen und Hamaker 1990, S. 309). Griinde fiir die
geringe Nutzung grafischer Bearbeitungshilfen werden im mangelnden Wissen und derfehlenden
Erfahrung des Nutzens derartiger Bearbeitungshilfen gesehen (van Essen und Hamaker 1990, S. 310).
Dementsprechend werdenin einigen Studien FordermaRnahmen untersucht. Dabeiwirdv. a. die
Erfahrung des Nutzens der Bearbeitungshilfe thematisiert. Ergebnisse einer Studie von van Essen und
Hamaker (1990) legen nahe, dass das Alter derKinderfiir das Entwickeln eigener grafischer
Darstellungen zur Aufgabenlosung eine Rollespielt. Kinderder 1. und 2. Jahrgangsstufe fertigten
nach einem kurzfristigangelegten Training akkuratere und vollstdndigere grafische Darstellungen an,
konntenim Gegensatz zu Kindern der 5. Jahrgangsstufe den Nutzen grafischer Darstellungen als
Losungshilfejedoch nichterkennen.

In anderen Studien wird das Erstellen vorgegebener grafischer Darstellungen als Losungshilfen
trainiert. Sie zeigen kein einheitliches Bild. Durch einen Unterricht, der das Erstellen vorgegebener
grafischer Diagramme (Netzwerk, Matrix, Baumdiagramm, Teil-Ganzes-Diagramm) (Novick 2006)
trainiert, istvielfach ein positiver Einfluss auf deren Nutzung durch die Lernenden und den
Losungsprozess feststellbar (vgl. Fagnant und Vlassis 2013; van Garderen 2007; Diezmann 2002). Dies
widerspricht Ergebnissen von Pantziaraetal. (2009) und van Dijk et al. (2003), in deren Studien mit
Kindernder5. und 6. Jahrgangsstufe die vorgegebenen grafischen Diagramme die Lernenden teils an
derLosung der Aufgabe hinderten. Als Grund vermuten die Autorinnen und Autoren, dass die
vorgegebenen Diagramme nicht zu den personlichen Praferenzen und Vorstellungen der Lernenden
passen (Pantziaraetal. 2009) sowie dass die Kinder Schwierigkeiten haben, sie zu verstehen, und sie
darum oft ohne Verstandnis anwenden (van Dijk et al. 2003). Pantziara et al. (2009) erachten auch
die Interpretation vorgegebener grafischer Diagramme als wesentlich fiir die Verbesserung des
Umgangs damitim Losungsprozess: Inihrer Studie versuchen Lernende die vorgegebenen grafischen
Diagramme in konkrete Bilderumzuwandeln, umsie interpretieren zu kdbnnen.

In einerVergleichsstudiein der5. Jahrgangsstufe zum Ansatz, Kinder eigene grafische Darstellungen
entwickeln und mitihren Klassenkameraden in Austausch dariibertreten zu lassen, und dem Ansatz,
vorgegebeneDarstellungen zur Problemldsung auszuwahlen, schnitten die Kinder der ersten Gruppe
beim Problemldsen signifikant besserab (vgl. van Dijk et al. 2003). Das Erfinden grafischer
Darstellungenin Ko-Konstruktion scheint den Kindern tiefere Einsichten in deren Bedeutung zu
gebenundfihrtso dazu, dasssie flexiblerzum Problemldsen angewandt werden kénnen (van Dijk et



al. 2003, S. 184). Insgesamtriickt durch unterrichtliche Aushandlungen und Reflexionen der
Darstellungsprozessins Zentrum des Unterrichts (ebd.).

Damit Reflexion im Unterricht stattfinden und sich bei den Schiilerinnen und Schiilern eine
Bewusstheit flrdie Moglichkeiten des grafischen Darstellens entwickeln kann, ist es notwendig, dass
die Lernenden eine innere Distanzierung zur Aufgabe oder zur eigenen Aufgabenbearbeitung
einnehmen und bereitsind, sich auf andere Wege einzulassen (Mason 1987). Ahnlich beschreibt
Freudenthal (1983) Reflexion als einen Standpunktwechsel. Durch Standpunktwechselkénnen
Umdeutungsprozesse stattfinden (Schiilke 2013, S. 52). Schiilke arbeitet heraus, dass ,Momente der
Irritation”(Schiilke 2013, S. 111) im Unterricht Standpunktwechsel hervorrufen konnen. Dies kannv.
a. geschehen, wenn die Kinder untereinander kommunizieren, oderauch durch Impulse der Lehrkraft
hervorgerufen werden (Schiilke 2013, S. 294 f). Auch die Mehrdeutigkeit grafischer Darstellungen
kann Momente der Irritation provozieren (vgl. Sébbeke 2005).

Reflexionsprozesse konnenin kommunikativen Unterrichtssettings angeregt werden (vgl. Schiilke
2013; Winkel 2012). Darstellungen kénnen als Inskriptionen Grundlage fiir Reflexionsgesprache sein
(vgl. Abschn. 2.1.1). Hinsichtlich des Problemldsens konnte gezeigt werden, dass kommunikative
Unterrichtssettings, die zu Reflexionen tGiber verschiedene Losungswege anregen, zur Losungsfindung
und dem Aufbau von Wissen beitragen (vgl. Sturm 2014; Nihrenborger und Schwarzkopf 2010).

2.3 Forschungsdesiderate zum grafischen Darstellen im Sachrechnen

Grafische Darstellungen unterscheiden sich von anderen im Mathematikunterricht tGiblichen
Notationen (vgl. Abschn. 2.1.1). Inihrer Notation kdnnen Schwierigkeiten der Lernenden begriindet
sein (Schererund Moser Opitz 2010, S. 171). Befunde dariiber, was Kinderinihren grafischen
Darstellungen beachten, wenn sie zum Darstellen aufgefordert werden, sowie Konzepte dazu, welche
Elemente flirdie grafische Darstellung von in Textaufgaben gegebenen mathematischen
Sachverhalten notwendigsind, fehlen bisher. Fragestellungen aus diesem Bereich wurden im ersten
Teil des Dissertationsprojekts bearbeitet (vgl. Ott 2016).

Offene Fragen betreffen auch den Erstellungsprozess von grafischen Darstellungen. Zwar schliefRen
Studien aufgrund der Losungsrichtigkeit darauf, ob grafische Darstellungen erfolgreich verwendet
werden konnten, derErstellungsprozess ist jedoch noch weniguntersucht. Auch die Interpretation
grafischer Darstellungenim Sachrechnen kann wichtig fiir die Entwicklungvon
Darstellungsfahigkeiten sein (vgl. Abschn. 2.2). Worauf Kinder hierbeifokussieren und wie sich dabei
Erkenntnis entwickelt, ist noch unklar.

Offene Fragen bestehen auch hinsichtlich moglicher Férderkonzepte fiir das grafische Darstellen.
Verschiedene Ansatze zur Nutzung grafischer Darstellungen als Bearbeitungshilfen wurden erprobt
(vgl. Abschn. 2.2). Die Ergebnisse zeigen kein einheitliches Bild. Férderkonzepte, die das grafische
Darstellen von Sachaufgaben als eigene mathematische Fahigkeit untersuchen, sind bisher kaum
erforscht. Ebensofehlen Befunde, wie sich einelangerfristige Forderung auswirkt.



3 Forschungsfragen

Befunde zeigen, dass gemeinsame Aushandlungsprozesse liber selbst erstellte grafische
Bearbeitungshilfen und Problemldsestrategien positive Effekte auf das Problemldsen haben kénnen.
Unklar ist, wie sich Reflexionen liber selbst erstellte grafische Darstellungen derKinder, die als eine
Moglichkeit zur Darstellung mathematischer Strukturen betrachtet werden, auf die
Darstellungsfahigkeiten der Lernenden auswirken (vgl. Abschn. 2.1.3). Ziel der hiervorgestellten
Studieistes, anhand von Kinderdokumenten zu untersuchen, inwieweit sich eine auf die Entwicklung
von Bewusstheit ausgerichtete Intervention auf die Darstellungsfahigkeiten® derSchilerinnen und
Schilerauswirkt.

Die Fahigkeit zum grafischen Darstellen wird im Projekt als Voraussetzung flir den Einsatz als
Bearbeitungshilfeangesehen. Deshalb wird auch erforscht, inwieweit sich die Intervention auf die
Losungsraten der Lernenden auswirkt. Folgende Forschungsfragen werden untersucht:

1 Wirkt sich die Intervention positivauf die Beachtung der konstituierenden Merkmale fiir
grafische Darstellungen zu Textaufgaben aus?
2 Wirkt sich die Intervention positiv auf die Losungsraten zu Textaufgaben aus?

Die Fragen konzentrieren sich auf messbare Veranderungen auf Grundlage derKinderdokumente. Da
Untersuchungen zu selbstgenerierten grafischen Bearbeitungshilfen von Lernenden zeigen, dass die
Darstellungenim Laufe von Interventionen mit Aushandlungsprozessen zunehmend weniger
realitdtsbezogen und starkerauf mathematische Beziehungen ausgerichtet werden (vgl. Abschn.
2.1.2), und Reflexionsphasen Bewusstheit aufbauen kdnnen (vgl. Abschn. 2.2), wird abgeleitet, dass
sichauch die hierevaluierte Intervention positiv auf die Beachtung der konstituierenden Merkmale
auswirkt. Ein wesentliches Problem beim Erstellen grafischer Bearbeitungshilfen wird in der
mangelnden Fahigkeit gesehen, die mathematischen Beziehungen der Aufgabe grafisch abzubilden
(vgl. Abschn. 2.1.2). Da davon ausgegangen wird, dass die Kindersich in dieser Hinsicht durch die
Intervention verbessern, wird auch hinsichtlich der Ldsungsraten eine positive Auswirkung
angenommen.

Folgende Hypothesen werden Uberprift:

H1 KinderderInterventionsgruppe beachten nach der Intervention haufiger konstituierende
Merkmale grafischer Darstellungen, das heil3t

a) die mathematische Struktur
b) die mathematische Passung
c) einen hohen Abstraktionsgrad

inihren Dokumenten als Kinder der Kontrollgruppen.

> Als Darstellungsfahigkeiten wird die Beachtungderim ersten Teil des Projekts herausgearbeiteten
konstituierenden Merkmale grafischer Darstellungen zu Textaufgaben angesehen: die
mathematische Struktur, die mathematische Passungund der Abstraktionsgrad (vgl. Ott 2016). Diese
werdenals Analyseinstrumentin Abschn. 4.2.1genauererlautert.
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H2 KinderderInterventionsgruppe |6sen nach der Intervention Textaufgaben haufigerrichtigals
Kinderder Kontrollgruppen.

4 Methodische Uberlegungen

Die vorliegende Untersuchungist der Interventions- und Evaluationsforschung zuzuordnen (Bortz
und Doéring 2006, S. 101). Im Folgenden werden die zur Beantwortung der Forschungsfragen und
Prifung der Hypothesen geeigneten Erhebungs- und Auswertungsmethoden beschrieben.

4.1 Erhebungsmethoden

Im Zentrum des Forschungsinteresses stehen selbstgenerierte grafische Darstellungen der
Schilerinnen und Schiiler. Diese Inskriptionen konnen als Eigenproduktionen (vgl. Selter 1994) der
Lernenden verstanden werden. Forschungsmethodisch stellen Eigenproduktionen das Aquivalent zur
schriftlichen offenen Befragungim verbalen Bereich dar (Hussy etal. 2013, S. 243) undsind u. a.
besonders zur Erhebunginformeller Fahigkeiten geeignet (Vofmeier 2012, S. 91 f), was sie flirdiese
Arbeit bedeutsam macht. Das Erstellen von Eigenproduktionen kannin qualitative Paper-Pencil-Tests
integriert werden (vgl. van den Heuvel-Panhuizen und Gravemeijer 1991).

4.2 Auswertungsmethoden

Die Auswertungdererhobenen Daten mussin dervorliegenden Studie zwei Schritte umfassen: Die
gualitative Analyse der Kinderdokumente mit einer anschlieBenden Quantifizierung der Daten sowie
die statistische Hypothesenpriifung.

4.2.1 Analyse grafischer Kinderdokumente

Zur Analyse von selbstgenerierten grafischen Darstellungen zu Textaufgaben existiertin der
mathematikdidaktischen Forschung bisher kein Analyseinstrument. Im ersten Teil des
Dissertationsprojekts wurde deshalb mittels einer Kombination aus deminduktiven Vorgehen der
qualitativen Inhaltsanalyse (vgl. Mayring 2010) und dem theoretischen Kodieren (vgl. Strauss und
Corbin 1996) auf Basisvon 438 Kinderdokumenten ein Theorieentwurf und ein Analyseinstrument
fir grafische Darstellungen zu Textaufgaben entwickelt. Das Analyseinstrument ermdoglichtes, jedes
Kinderdokument hinsichtlich verschiedener Merkmale zu analysieren und jeweils eindeutig einer
Kategorie zuzuordnen. Die sehrgute Interraterreliabilitdt mit Werten zwischen K= 0,81 und K =0,99
inder Erprobungerméglichen es, dieses Analyseinstrumentim hiervorgestellten zweiten Teil des
Dissertationsprojekts zu verwenden. Die Objektivitdt der Auswertung wird durch die Vorgabe eines
Analyseleitfadens gewahrleistet (Ott 2016, S. 147 ff). Durch die Analyse der Kinderdokumente von
unabhangigen Kodiererinnen kann wiederum die Interraterreliabilitdt bestimmt werden (vgl. Wirtz
und Caspar 2002). Die so qualitativerhobenen Daten kdnnen quantifiziert und anschliefend
guantitativ weiterverarbeitet werden (Bortz und Doring 2006, S. 298).
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Fir die Analyse von selbstgenerierten grafischen Darstellungen zeigt sich die Unterscheidung der drei
Merkmale ,,mathematische Struktur®, ,mathematische Passung”“und ,Abstraktionsgrad“als
wesentlich. Die Beachtungdieser Merkmale wird in dervorliegenden Studie als
Darstellungsfahigkeiten angesehen und im Folgenden anhand von sechs exemplarischen
selbstgenerierten grafischen Darstellungen von Kindern der 1. und 2. Jahrgangsstufe kurz erldutert.
Die grafischen Darstellungen beziehen sich auf folgende Textaufgabe: Es lebte einst ein Kénig, der
wollte einen 11 m hohen Turm bauen. Seine Bauleute brauchten dafiir mehrere Jahre. In jedem Jahr
schafften sie zwei Meter. Wie lange dauerte es, bis der Turm fertig war?

Mathematische Struktur Eine mathematische Strukturkann allgemeinin Anlehnungan
mengentheoretische Uberlegungen definiert werden (Rinkens 1973, S. 72 ff): Beziehungen zwischen
amorphen Elementen einer Menge kdnnen durch die Definition von Verknipfungen auf der Menge
bestimmtwerden. Der Menge wird dadurch eine Struktur aufgepragt; die Elemente sind Trager
dieser Struktur.

In Textaufgaben wird eine mathematische Struktur mit sprachlichen Mitteln geschaffen. Nach
syntaktischen Regeln werden die Nomen bzw. GroRen durch Verben und Prapositionen miteinander
in Beziehunggesetzt (vgl. Abschn. 2.1.1). Sowird eine Verkniipfung zwischen denin der Aufgabe
gegebenen GrolRen definiert. Die GroRen tragen die dadurch festgelegte mathematische Struktur.

Fiir eine grafische Darstellungderin der Textaufgabe gegebenen mathematischen Struktur bedarf es
ebenfalls Trager, denen die im Text gegebene Verkniipfung aufgepragt werden kann. Dazu miissen
Objekte, z. B. Gegenstdnde oder Personen, im Textidentifiziert werden, zwischen denen die
Verknipfungverbal festgelegtist. Diese sind fiir die grafische Darstellung der mathematischen
Struktur relevant. Flrdie strukturrelevanten Objekte werdenin der grafischen Darstellung Zeichen
eingefiihrt, welchedie im Text gegebene Verknlipfungtragen kénnen, indem zweidimensionale
Darstellungsmaoglichkeiten ausgenutzt werden. Dazu werden die Zeichen so auf dem Papier
angeordnet, dass die durch den Text festgelegte mathematische Beziehung zwischen den
strukturrelevanten Objekten dargestellt wird. Relationssymbole sind dafiir nicht notwendig (vgl.
Abschn. 2.1.1). Wesentlich fiir die mathematische Struktur einer grafischen Darstellung sind die
Zeichenfirstrukturrelevante Objekte und deren Anordnung. Erflillen die grafischen Darstellungen
derlLernendendiese Eigenschaften, werdensie in dervorliegenden Arbeit als diagrammatisch
bezeichnet (vgl. Abschn. 2.1.1). Die Regelnfiirihre Erstellung ergeben sich aus denin der Aufgabe
gegebenen mathematischen Verkniipfungen.

Es kann zwischen sechs Kategorien der mathematischen Struktur unterschieden werden: Nicht
grafische Darstellungen wie Abb. 2a enthalten keine grafischen Elemente und bestehen nuraus Text
oder Rechnungen. Textferne grafische Darstellungen enthalten grafische Elemente, jedoch besteht
keininhaltlicheroder mathematischer Bezug zum Text, wie in Abb. 2b. Dahingegen besteht bei
illustrativen grafischen Darstellungen wie in Abb. 2ceininhaltlicher Bezug zum Text, mathematische
Aspekte werden nicht beriicksichtigt. In objektbezogenen grafischen Darstellungen werden
strukturrelevante Objekte grafisch abgebildet,in Abb. 2d die elf Meterin den elf Abschnitten,
mathematische Beziehungen jedoch nicht. In diagrammatischen grafischen Darstellungen werden
Beziehungen zwischen strukturrelevanten Objekten erkennbar, wie in Abb. 2e,f. Wahrend in Abb. 2f
die Beziehungen zwischen Jahren und Metern sowie zwischen den einzelnen Abschnitten und der
Gesamthohe explizit verdeutlicht sind, bleiben siein Abb. 2e implizit.

10



Abb. 2 Grafische Darstellungen zu einer Textaufgabe (vgl. Ott 2016, S. 157 ff)
a b c

Mathematische Passung Unter der mathematischen Passung wird die Ubereinstimmungder
Textaufgabe mit der grafischen Darstellungin Hinblick auf die mathematische Strukturdarstellung
verstanden (vgl. Abschn. 2.1.1). Eine mathematische Passung zwischen einer Textaufgabe und einer
grafischen Darstellung besteht genau dann, wennsich beide hinsichtlich der Aspekte der
mathematischen Struktur entsprechen, d. h. hinsichtlich der Objekte (GroRen und Zeichen fiir
strukturrelevante Objekte) und derVerkniipfungen (Verben bzw. Propositionen und Anordnung der
strukturrelevanten Objekte).

Nicht grafische, textferne undillustrative Darstellungen weisen per se keine mathematische Passung
indiesem Sinn auf. Objektbezogene und diagrammatische grafische Darstellungen konnen jeweils
beziglich der GroRen (MafRzahlen und MaReinheiten) und Verknipfungen einevollstdndige Passung,
eine teilweise Passung oder keine Passung aufweisen. Zudem kdnnen die MalRzahlen, MalReinheiten
und Verkniipfungen nicht beachtet sein. Beispielsweise bestehtin Abb. 2f sowohl hinsichtlich der
MalRzahlen (11, 2), der MaReinheiten (Meter, Jahre) alsauch derVerknipfungen (Beziehung Meter
zu Jahren, Addition der Meter, Addition derJahre) eine vollstdndige Passung. In Abb. 2d wird die
Verknipfung nicht beachtet. Hinsichtlich MaRzahlen (11) und MaReinheiten (Ldnge) besteht die
Passungteilweise.

Abstraktionsgrad Der Begriff ,Abstraktion” wird in der Literatur unterschiedlich verwendet (vgl.
Peschek 1988). Nach Peschek (1988) kann Abstraktion als eine Aufmerksamkeitsfokussierung
definiert werden (S. 182). Der Abstraktionsgrad einer grafischen Darstellung wird hier
dementsprechend als Fokussierung auf die Darstellung der mathematischen Aspekte beschrieben.
Diese Fokussierunglasstsich an zwei Indikatoren ablesen:

e Dererste Indikatorist die Fokussierung auf die strukturrelevanten Objekte, d. h.inder
Darstellungsind auRer den strukturrelevanten Objekten keine anderen Objekte dargestellt.
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e Derzweite Indikatorist die Fokussierung auf die mathematisch wesentlichen Eigenschaften der
strukturrelevanten Objekte, d. h. die flir die Darstellung der strukturrelevanten Objekte
eingefihrten Zeichen fokussieren nurauf deren mathematische Eigenschaft und sind nicht
weiter gestaltet oderausgeschmiickt.

Die Indikatorensind in den Kinderdokumenten unterschiedlich stark ausgepragt. Die Auspragung
kann jeweilsals niedrigoderhoch eingestuft werden. Abb. 2fist ein Beispiel bei dem beide
Indikatoren als hoch angesehen werden kdnnen. In Abb. 2e sind beide Indikatoren niedrig, da
zusatzlich Mannchen gezeichnet werden (Indikator 1) und die einzelnen Turmbilder mit Steinen und
Zinnen ausgeschmiicktsind (Indikator2). In Abb. 2d ist Indikator 1 hoch, Indikator 2 niedrig, dadie
einzelnen Abschnitte mit Farbe und Verzierungen ausgeschmickt werden.

4.2.2 Hypothesenprifung

Die formulierten Unterschiedshypothesen konnen inferenzstatistisch geprift werden. Dadie
Hypothesen Einfliisse der Gruppenzugehorigkeit, des Testzeitpunkts sowie der Wechselwirkung
zwischen beiden beinhalten, ist zur Hypothesenprifung jeweils eine zweifaktorielle Varianzanalyse
mit Messwiederholung geeignet (Eid etal. 2011, S. 471 ff). Eine Unterschiedshypothese kann
angenommen werden, wenn ,die Interaktion zwischen dem Gruppierungsfaktorund dem
Messwiederholungsfaktor statistisch bedeutsamist” (Bortz und Doring 2006, S. 550). In Ergdnzung
zum inferenzstatistischen Vorgehen und zur Beurteilung der GréRe der Effekte kénnen ferner
Effektstarken (175 bzw.f)®angegeben und mitden bei Cohen (1992) definierten Werten verglichen
werden.

5 Designund Durchfiihrung

Die Studie istals Langsschnittin einem Drei-Gruppen-Design mit drei Testzeitpunkten (Pretest,
Posttest, Follow-up-Test) und Begleitinterviews angelegt (vgl. Abb. 3). Den Lehrkraften von
Kontrollgruppe 1werden die Aufgaben der Intervention zur Verfligung gestellt. Kontrollgruppe 2
erfahrtkeinerlei Intervention. Zur qualitativen Analyse der Interviews und Entwicklungsverlaufe sei
auf Ott (2016) verwiesen.

6 Eine Umrechnung von n,z, in f erfolgt anhand folgender Formel (Universitat Ziirich 2016):

’:1‘2
f= o

l—n;
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Abb. 3 Gesamtdesign derStudie (vgl. Ott 2016, S. 196)
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5.1 Intervention

Die Intervention basiert auf einem sozial-konstruktiven Verstandnis des Lernens und méchte bei den
Kindern eine Bewusstheit (vgl. Mason 1987) fiir das grafische Darstellen entwickeln. Sie istin zwei
Phasenangelegt, diejeweilsim wochentlichen Wechselstattfinden (vgl. Abb. 3). Insgesamt wurden
neun Interventionseinheiten durchgefihrt.

In Phase 1 werdendie Schiilerinnen und Schiiler dazu aufgefordert, in der Freiarbeit jeweils eine
grafische Darstellung zu einervorgegebenen Textaufgabe anzufertigen, die alles enthalten soll, was
die Lernendenfiirdas Verstehen und Lésen der Aufgabe wichtig finden. Die Darstellung soll so
gezeichnetsein, dass sie flirandere verstandlich ist. Jedes Kind erhalt ein Arbeitsblatt mit der
Textaufgabe und ansonsten freiem Platz flir die eigene grafische Darstellung. Statt Routinen
anzuwendensollen die Kinderdazu angeregt werden, inihrerZone der aktuellen Entwicklung (vgl.
Wygotski 1964) ihre eigene Moglichkeit der grafischen Darstellung zu finden. Bereits die grafische
Darstellung verbal gegebener mathematischer Beziehungen erfordert von den Lernenden
Reflexionsleistungen (Hess 2012, S. 191 ff). Dabei ist das Entwickeln dergrafischen Darstellungen
mehrals eine bloRe Ubersetzung. Ebenso wie beim Lésen von Sachaufgaben (vgl. Schwarzkopf 2006),
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missen die Kinder beim grafischen Darstellen flexible Beziehungen zwischen der Sache und der
Mathematik konstruieren (vgl. Abschn. 4).

In Phase 2 bilden jeweilsim Vorfeld durch die Studienleiterin ausgewahlte grafische Darstellungen
derLernenden zur Textaufgabe dervergangenen Woche die Grundlage der Reflexionsgesprache im
Klassenverband. Die Auswahl erfolgt so, dass moglichst verschiedenein der Klasse aufgetretene
Darstellungsweisen gezeigt und reflektiert werden. Eine vergroRerte Kopie der ausgewdhlten
Kinderdokumente wird an die Tafel geheftet.

Die Lernendensollen die jeweils gezeigte grafische Darstellung erklaren, interpretieren und
hinterfragen, dieInterpretationen anderer nachvollziehen, siegegeniiber eigenen
Darstellungsweisen abwagen und aufgabenspezifische Besonderheiten diskutieren. Momente der
Irritation kdnnen bereits durch die Mehrdeutigkeit der Darstellungen hervorgerufen werden (vgl.
Abschn. 2.2). Zudem kénnen sie dadurch provoziert werden, dass die gezeigten Darstellungen
untereinanderoderin Bezugzurselbst entwickelten grafischen Darstellungjedes Kindes hinsichtlich
der mathematischen Struktur mit den Zeichen firdie strukturrelevanten Objekte oderderen
Anordnung, der mathematischen Passung, des Abstraktionsgrads oderderVollstandigkeit
verschieden sind. Die Reflexionsprozesse bieten den Lernenden die Moglichkeit, sichin die Zone der
nachsten Entwicklung (vgl. Wygotski 1964) zu bewegen.

Da die Interpretation grafischer Darstellungen fir die Kinder eine Herausforderung darstellt (vgl.
Abschn. 2.1.2), werden die grafischen Darstellungen in einer Reflexionseinheit zunachst einzeln
nacheinanderbetrachtet und dannin Beziehungzueinander gesetzt. Bis zu drei verschiedene
grafische Darstellungen werden so reflektiert. Unterstiitzt und angeregt werden die
Reflexionsprozesse durch die folgenden Impulse, die sich an der Theorie zu grafischen Darstellungen
zu Textaufgaben orientieren (vgl. Abschn. 4.2.1):, Was hat sich das Kind vermutlich gedacht? Was
gefalltdirander Darstellung besonders gut? Warum? Was vermutest du, warum das Kind die
Objekte/Beziehungen/Beschriftungen so aufgezeichnet hat? Hast du selbst auch dhnlich gezeichnet?
Wiirdest du etwasindeine Darstellung ibernehmen?“Im Verlauf der Intervention kdnnen die
grafischen Darstellungen zunehmend als stumme Impulse selbst wirken.

5.2 Aufgabenkonzeption

Sowohl die Aufgaben derIntervention als auch die Testaufgaben sind als Textaufgaben entwickelt, da
Textaufgaben zwareinen Sachbezug haben, der Schwerpunktjedoch auf den sprachlich dargestellten
mathematischen Strukturen liegt (Schipper 2009, S. 242). Die Textaufgaben orientieren sichanden
Vorgaben deszurZeitderStudie gliltigen bayerischen Lehrplans fiirdie 3. Jahrgangsstufe (vgl. BY
2000).

Als Hauptkriterium bei der Entwicklung der Textaufgaben wurde beachtet, inwieweit bereits die
Formulierung der Aufgabe das grafische Darstellen der mathematischen Struktur sprachlich nahelegt.
Es werden sowohl Aufgaben verwendet, deren fiir die mathematische Struktur wesentliche Objekte
zeichenbarsind und deren Anordnungim Aufgabentext beschrieben wird, als auch Aufgaben, bei
denen mathematisch relevante Objekte durchihre physikalischen Eigenschaften nicht direkt grafisch
umsetzbarsind. Fir eine grafische Umsetzung miissen Zeichen fiirdie Objektesowiederen
Anordnungerfunden werden.
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5.3 Paper-Pencil-Test

Die acht Testaufgaben des Paper-Pencil-Tests orientieren sich an den mathematischen
Inhaltsbereichen derIntervention. Dariiber hinaus sind die Aufgaben so gewahlt, dass sie teilweise
hinsichtlich der Objekte, Verkniipfungen und Formulierungen analog zu den Aufgaben der
Intervention gestaltet sind, teilweise Transferleistungen erfordern.

Der Paper-Pencil-Test wurde von verschiedenen geschulten Testleiterinnen zu jedem Testzeitpunkt in
jederKlasse auf zwei Tage verteilt durchgefihrt. Hierzu wurden die acht Testitems auf zwei Testhefte
verteilt. Jede Textaufgabeistauf ein ansonsten weilles Ad-Blatt gedruckt. Jedes Testheftistauf eine
Dauer von 40 minangelegt. Die Kinder werden aufgefordert, alles aufzuzeichnen, was sie flr die
Losungder jeweiligen Aufgabe wichtig finden, und zwar so, dass die Testleiterin nachherverstehen
kann, was und wie das Kind gedacht hat. Wenn die Kinderdie Aufgabeldsen konnen, sollensie auch
ihre Losung aufschreiben.

5.4 Rahmenbedingungen und Stichprobe

Die Studie wurde im Schuljahr2012/13 in Bayern durchgefihrt. Daran beteiligt waren insgesamt
sechs Schulklassen derJahrgangsstufe 3, die aus drei verschiedenen Grundschulen in Stadt- und
Stadtrandlage einer mittelgrofSen Stadt stammten. Von jeder Schule nahmen zweidritte Klassen an
der Untersuchungteil und bildeten jeweils eine Untersuchungsgruppe.

Die Interventionsgruppe bestand insgesamt aus 35 Kindern (18 mannlich, 17 weiblich). Das
DurchschnittsalterderKinderbetrug 8Jahre und 4 Monate (jlingstes Kind: 7Jahre, 5 Monate;
dltestesKind:9Jahre). Vier Kinder waren zweisprachig. Kontrollgruppe 1bestand insgesamt aus 43
Kindern (21 mannlich, 22 weiblich). Das Durchschnittsalter der Kinder betrug 8 Jahre und 4 Monate
(jingstes Kind: 7Jahre, 8 Monate; altestes Kind: 9Jahre, 10 Monate). AchtKinderwaren
zweisprachig. Kontrollgruppe 2 bestand insgesamt aus 46 Kindern (11 mannlich und 35 weiblich). Das
DurchschnittsalterderKinderbetrug 8Jahre und 4 Monate (jlingstes Kind: 7Jahre, 6 Monate;
dltestesKind: 10Jahre, 2 Monate). Zwei Kinder waren zweisprachig.

Die Testswurdenin Parallelklassen von zwei verschiedenen Testleiterinnen jeweils gleichzeitig
durchgefiihrt. An allen sechs Testtagen und damitam gesamten Langsschnitt nahmeninsgesamtin
jederGruppe 33 Kinderteil. Die Intervention wurde von der Studienleiterin durchgefihrt.

6 Ergebnisse

Die Studie verfolgt die Frage, inwieweit sich die auf grafische Darstellungsbewusstheit ausgerichtete
Intervention auf die Darstellungsfahigkeiten der Schiilerinnen und Schiller sowieauf die
Losungsraten auswirkt. Die 2780 Kinderdokumente wurden dazu von zwei Raterinnen kodiert. Die
Interraterreliabilitdten zu den drei Testzeitpunkten liegen zwischen K= 0,95 und K =0,98 undsind
damitals sehrgut anzusehen. Um die Moglichkeit des Erkennens unerwarteter negativer
Interventionseffekte nicht von vornhinein auszuschlieRen, werden trotz gerichteter Formulierung der
inhaltlichen Hypothesen (vgl. Abschn. 3) die statistischen Hypothesen beidseitig gepriift. Daein
Vergleich liberalledrei Testzeitpunkte nurbei einer Stichprobe sinnvoll ist, die die Kinder enthalt, die
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an allendrei Tests teilgenommen haben, wird hierzu die verkleinerte Stichprobe (N =33 in jeder
Gruppe) verwendet. Das Kriterium einer StichprobengroRe>30in jeder Gruppe als Voraussetzung fir
die Durchfihrung einerVarianzanalyse ist somit erfillt. Die jeweils interessierenden Auspragungen
jedes Merkmalswerden mit1, die anderen mit Okodiert, und Summenwerte tGberalleacht Aufgaben
eines Testzeitpunkts gebildet. Ein Gesamtmittelwertin einer Untersuchungsgruppe von 8 wiirde
bedeuten, dass alle Kinderdokumente dieser Gruppe die interessierende Auspragung des Merkmals
grafisch darstellen. Tab. 1 gibteinen Uberblick (iber die Haupt- und Interaktionseffekte.

Tab. 1 Haupteffekte der Faktoren Testzeitpunkt (TZP) und Gruppe (G) sowie Interaktionseffekte (TZP
X G)

Konstituierendes Merkmal Faktor F-Wert df p-Wert Partielles
Eta-Quadrat
Mathematische Strukturrelevante TZP 30.020 1845 <0,001 0.238
Struktur Objekte und G 6059 2 0.003 0.112
Verkniipfungen
TZPx G 11.591 3690 <0,001 0,195
Verkniipfungen TZP 94.364 2 <0,001 0,496
G 11.805 2 <0,001 0,197
TZPx G 14.870 4 <0,001 0,237
Mathematische MabBzahlen TZP 57.400 2 <0.001 0.374
Passung G 2433 2 0,093 0,048
TZPx G 12.267 4 <0,001 0,204
Mabeinheiten TZP 79.441 2 <0,001 0.453
G 4423 2 0.015 0,084
TZPx G  24.353 4 <0,001 0,337
Verkniipfungen TZP 82.114 2 <0,001  0.461
G 11.102 2 <0,001 0,188
TZPx G 14.556 4 <0,001 0,233
Abstraktionsgrad Indikator 1 TZP 28.168 1779 <0,001 0,227
G 1886 2 0.157 0,038
TZPx G 3060 3559 0,023 0,060
Indikator 2 TZP 13.119 2 <0,001 0,120
G 0,392 2 0.677 0,008
TZPx G 0,309 4 0,872 0,006
Losungsrichtigkeit TZP 41.41 2 <0.001 0.301
G 1,46 2 0.237 0,030
TZPx G 1,47 4 0,213 0,030

6.1 Vergleich der mathematischen Struktur

Fiir die mathematische Struktur einer grafischen Darstellung sind Zeichen fiir strukturrelevante
Objekte und deren Anordnung zur Abbildung der Verknlipfung wesentlich. Gerade letzteres wird fir
die Kinderalssehrschwierigerachtet (vgl. Abschn. 2.1.2). In einem ersten Schritt wird deshalb die
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Beachtungbeider Elemente der mathematischen Struktur (strukturrelevante Objekte und
Verknipfungen) getestet, in einem zweiten Schritt wird spezifischer nur die Beachtungder
Verknipfungen untersucht. Tab. 2 zeigt die Entwicklung der Mittelwerte der Gruppen im Vergleich.
Der Mauchly-Test weist nach, dass die Spharizitatals Voraussetzung firVarianzanalysen verletztist.
Deshalb wird die Greenhouse-Geisser-Korrektur vorgenommen.

Tab. 2 Mittelwerte und Standardabweichungen beziiglich der mathematischen Strukturdarstellung
(N=33 je Gruppe)

Pretest Posttest Follow-up-Test
Strukturrelevante  Interventionsgruppe M 4,27 (SD 1.91) M 6,58 (SD 1,09) M 7,39 (SD 0.79)
Objekte und Kontrollgruppe 1 M485(SD2.12) M4,61(SD228) M 497 (SD2.37)

Verkniipfungen
Kontrollgruppe 2 M458(SD2,02) M488(SD2,19) M6,00(SD1,90)

Verkniipfungen Interventionsgruppe M 2,58 (SD 1,58) M 5,03(SD 1,53) M 6,55 (SD 1,06)
Kontrollgruppe 1 M239(SD1,52) M336(SD1,71) M333(SD 1,96)
Kontrollgruppe 2 M2,61(SD2.03) M321(SD206) M5,00(SD2.11)

6.1.1 Beachtung strukturrelevanter Objekte und VerknUpfungen

Die Berechnungzeigt jeweils signifikante Haupteffekte der Faktoren Testzeitpunkt (p < 0,001) und
Gruppe (p =0,003) auf die durchschnittliche Darstellung der mathematischen Struktur. Zudem zeigt
sich einsignifikanter Interaktionseffekt (p <0,001) zwischen den beiden Faktoren (vgl. Tab. 1). Die
Effektstarke derInteraktion (f=0,49) ist nach Cohen(1992) als stark einzustufen. Die paarweisen
Vergleiche zwischen den Gruppen zu den unterschiedlichen Testzeitpunkten unter Bonferroni-
Korrektur ergeben keine signifikanten Unterschiede (ps >0,05) zum Pretest-Zeitpunkt. Zum Zeitpunkt
des Posttests zeigen sich signifikante Unterschiede zwischen Interventionsgruppe und Kontrollgruppe
1 (p< 0,001) sowie zwischen Interventionsgruppe und Kontrollgruppe 2 (p = 0,002). Auch im Follow-
up-Testsind signifikante Unterschiede zwischen Interventionsgruppe und Kontrollgruppe 1 (p <
0,001) sowie zwischen Interventionsgruppe und Kontrollgruppe 2 (p = 0,007) festzustellen. Die
Ubrigen Paarvergleiche zeigen keine signifikanten Unterschiede (ps >0,05) (vgl. Abb. 4).
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Abb. 4 Interaktion der Gruppen bezliglich der strukturrelevanten Objekte und Verkniipfungen (N =33
je Gruppe; **p < 0,01, ***p < 0,001)

—+—|nterventionsgruppe = ® = Kontrollgruppe 1 ++--&--+ Kontrollgruppe 2

Ll

Pretest Posttest Follow-up

Hypothese Hla kann angenommen werden. Kinder der Interventionsgruppe beachten nach der
Intervention haufiger mathematische Strukturelemente grafischer Darstellungen (strukturrelevante
Objekte und Verkniipfungen) inihren Dokumenten als Kinder der Kontrollgruppen.

6.1.2 Beachtungvon Verkniipfungen

Die BerechnungderVarianzanalyse zeigt auch hierjeweils signifikante Haupteffekte der Faktoren
Testzeitpunkt (p < 0,001) und Gruppe (p <0,001) auf die durchschnittliche Darstellung
mathematischerVerkniipfungen. Zudem zeigt sich ein signifikanter Interaktionseffekt (p <0,001)
zwischen den beiden Faktoren (vgl. Tab. 1). Die Effektstarke der Interaktion (f=0,56) ist nach Cohen
(1992) als stark einzustufen. Zum Pretest-Zeitpunkt ergeben die paarweisen Vergleiche unter
Bonferroni-Korrektur keine signifikanten Unterschiede (ps >0,05). Zum Zeitpunkt des Posttests
zeigensich signifikante Unterschiede zwischen Interventionsgruppe und Kontrollgruppe 1 (p = 0,001)
sowie zwischen Interventionsgruppe und Kontrollgruppe 2(p < 0,001). Auch im Follow-up-Testsind
signifikante Unterschiede zwischen Interventionsgruppe und Kontrollgruppe 1 (p < 0,001) sowie
Interventionsgruppe und Kontrollgruppe 2 (p = 0,002) festzustellen. Hier zeigt sich ebenfalls ein
signifikanter Unterschied zwischen Kontrollgruppe 2 und Kontrollgruppe 1(p = 0,001). Die tGbrigen
Paarvergleichezeigen keine signifikanten Unterschiede (ps >0,05) (vgl. Abb.5).
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Abb. 5 Interaktion der Gruppen beziiglich der Verkniipfungen (N =33 je Gruppe; **p < 0,01, ***p <

0,001)
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Hypothese Hla kann auch furdie Einschrankung auf Verknipfungen angenommen werden. Kinder
derlInterventionsgruppe stellen nach derInterventioninihren Dokumenten haufiger Verkniipfungen
grafisch dar als Kinder der Kontrollgruppen.

6.2

Vergleich der mathematischen Passung

Die mathematische Passung wird jeweils hinsichtlich MaRzahl, MalReinheit und Verknipfung
gesondert getestet. Tab. 3 zeigt die Entwicklung der Mittelwerte der Gruppenim Vergleich. Der
Mauchly-Test weist jeweils nach, dass die Spharizitat erfalltist.

Tab. 3 Mittelwerte und Standardabweichungen bezliglich der mathematischen Passung (N =33 je

Gruppe)

Pretest

Posttest

Follow-up-Test

MabBzahlen Interventionsgruppe

Kontrollgruppe 1

Kontrollgruppe 2
Mafeinheiten Interventionsgruppe
Kontrollgruppe 1
Kontrollgruppe 2
Verkniipfungen Interventionsgruppe
Kontrollgruppe 1

Kontrollgruppe 2

M 1,00 (5D 0,79)
M 1,64 (5D 1,48)
M 1,45 (5D 1,25)
M 1,18 (5D 1,21)
M 2,42 (5D 2,05)
M 1,82 (5D 1,38)
M 1,52 (5D 1,35)
M 1,67 (5D 1,45)
M 1,58 (5D 1,44)

M 2,79 (SD 1,64)
M 2,00 (SD 1,82)
M 2,03 (SD 1,61)
M 4,00 (SD 2,11)
M 2,73 (SD 2,28)
M 2,88 (SD 1,95)
M 3,79 (SD 1,19)
M 2,12 (SD 1,22)
M 2,12 (SD 1,75)

M 3,97 (SD 1,38)
M 2,15 (SD 1,86)
M 2,73 (SD 1,68)
M 6,03 (SD 1,51)
M 2,82 (SD 2,44)
M 3,67 (SD 2,16)
M 491 (SD 1,63)
M 2,39 (SD 1,50)
M 3,39 (SD 1,89)
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6.2.1 Beachtung der MaRzahlen

Die Varianzanalyse zeigt einen signifikanten Haupteffekt des Faktors Testzeitpunkt (p <0,001) auf die
durchschnittlichevollstandige mathematische Passung hinsichtlich der MaRzahl. Der zweite Faktor,
die Gruppe, hat darauf keinen Einfluss (p=0,093; n.s.). Die Faktoren Testzeitpunkt und Gruppe
interagieren signifikant miteinander (p < 0,001) (vgl. Tab. 1). Die Effektstarke der Interaktion (f=
0,51) istnach Cohen (1992) als stark einzustufen. Die paarweisen Vergleiche unter Bonferroni-
Korrektur ergeben keine signifikanten Unterschiede (ps >0,05) zum Pretest- und Posttest-Zeitpunkt.
Im Follow-up-Test zeigt sich ein signifikanter Unterschied zwischen Interventionsgruppe und
Kontrollgruppe1(p <0,001) sowie zwischen Interventionsgruppe und Kontrollgruppe 2 (p = 0,009).
Zwischen den beiden Kontrollgruppen zeigt sich kein signifikanter Unterschied (p >0,05) (vgl. Abb. 6).

Abb. 6 Interaktion der Gruppen beziiglich der passenden MaRzahlen (N =33 je Gruppe; **p < 0,01,
***p < 0,001)

—4+—|nterventionsgruppe = ® = Kontrollgruppe 1  ++--&--+ Kontrollgruppe 2

L

Pretest Posttest Follow-up

Hypothese H1lb kann fiir den Follow-up-Testzeitpunkt angenommen werden. Kinder der
Interventionsgruppe beachten drei Monate nach der Intervention hdufiger die mathematische
Passungder MaRzahleninihren Dokumenten als Kinder der Kontrollgruppen.

6.2.2 Beachtung der Malieinheiten

Die Berechnungzeigt jeweils signifikante Haupteffekte der Faktoren Testzeitpunkt (p < 0,001) und
Gruppe (p =0,015) auf die durchschnittliche vollstandige mathematische Passung hinsichtlich der
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MaReinheit. Es zeigt sich zudem ein signifikanter Interaktionseffekt (p <0,001) (vgl.Tab. 1). Die
Effektstarke derInteraktion (f=0,71) ist nach Cohen(1992) als stark einzustufen. Die paarweisen
Vergleiche unter Bonferroni-Korrektur ergeben zum Pretest-Zeitpunkt einen signifikanten
Unterschied zwischen Interventionsgruppe und Kontrollgruppe 1 (p = 0,006). Dabei weisen die
Kinderdokumente der Interventionsgruppe die geringsten Werte derPassung der MaReinheiten auf.
Auch zum Posttest-Zeitpunkt zeigt sich ein signifikanter Unterschied zwischen Interventionsgruppe
und Kontrollgruppe 1(p = 0,049). Dabei drehtsich derzum Pretest beobachtete Nachteil der
Interventionsgruppe zu einem Vorteil fir diese Gruppe von Kindern um. Zum Follow-up-Test ergeben
sich signifikante Unterschiede zwischen Interventionsgruppe und Kontrollgruppe 1 (p < 0,001) sowie
zwischen Interventionsgruppe und Kontrollgruppe 2 (p < 0,001). Die librigen Paarvergleiche zeigen
keine signifikanten Unterschiede (ps >0,05) (vgl. Abb. 7).

Abb. 7 Interaktion der Gruppen bezliglich der passenden MaReinheiten (N =33 je Gruppe; *p < 0,05,
**p < 0,01, ***p < 0,001)
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Hypothese H1lb kann fiir den Follow-up-Testzeitpunkt angenommen werden. Kinder der
Interventionsgruppe beachten drei Monate nach der Intervention haufiger die mathematische
Passungder Malleinheiteninihren Dokumenten als Kinder der Kontrollgruppen.

6.2.3 Beachtung der VerknUpfungen

Die Berechnungzeigt jeweils signifikante Haupteffekte der Faktoren Testzeitpunkt (p < 0,001) und
Gruppe (p <0,001) auf die durchschnittliche vollstandige mathematische Passung hinsichtlich der
Verknipfung. Weiterhin zeigt sich ein signifikanter Interaktionseffekt zwischen den beiden Faktoren
(p<0,001) (vgl.Tab. 1). Die Effektstarke derInteraktion (f=0,55) ist nach Cohen (1992) als stark
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einzustufen. Die paarweisen Vergleiche unter Bonferroni-Korrektur ergeben signifikante
Unterschiede zum Posttest-Zeitpunkt zwischen der Interventionsgruppe und beiden Kontrollgruppen
(ps< 0,001). Zum Follow-up-Testzeitpunkt zeigen sich ebenfalls signifikante Unterschiede zwischen
Interventionsgruppe und Kontrollgruppe 1 (p < 0,001) sowie zwischen Interventionsgruppe und
Kontrollgruppe 2 (p =0,001). Die ibrigen Paarvergleiche zeigen keine signifikanten Unterschiede (ps
> 0,05) (vgl. Abb. 8).

Abb. 8 Interaktion der Gruppen bezliglich der passenden Verknipfungen (N =33 je Gruppe; **p <
0,01, ***p < 0,001)
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Hypothese Hlb kann angenommen werden. Kinder derInterventionsgruppe stellen nach der
Intervention hdufiger die mathematisch passenden Verkniipfungeninihren Dokumenten grafisch dar
als KinderderKontrollgruppen.

6.3 Vergleich des Abstraktionsgrades

Die zwei Indikatoren des Abstraktionsgrades werden einzeln getestet. Tab. 4 zeigt die Entwicklung
der Mittelwerte der Gruppenim Vergleich. Dader Mauchly-Test nachweist, dass die Spharizitat
verletztist, wird die Greenhouse-Geisser-Korrektur vorgenommen.
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Tab. 4 Mittelwerte und Standardabweichungen beziiglich des Abstraktionsgrads (N =33 je Gruppe)

Pretest

Posttest

Follow-up-Test

Indikator 1

Indikator 2

Interventionsgruppe

Kontrollgruppe 1
Kontrollgruppe 2

Interventionsgruppe

Kontrollgruppe 1
Kontrollgruppe 2

M 2,85 (SD 1,66)
M 3,03 (SD 1,74)
M 321 (SD 1,64)
M 2,00 (SD 1,54)
M 1,91 (SD 1,42)
M 1,88 (SD 1,58)

M 4,39 (SD 1,30)
M 3,39 (SD 1,98)
M 3,58 (SD 1,82)
M 2,73 (SD 1,46)
M 2,30 (SD 1,49)
M 2,67 (SD 1,95)

M 4,88 (SD 1,08)
M 3,82 (SD 1,98)
M 4,58 (SD 1,86)
M 2,94 (SD 1,17)
M 2,64 (SD 1,56)
M 2,70 (SD 1,94)

Tab. 5 Mittelwerte und Standardabweichungen beziiglich der Losungsrichtigkeit (N =33 je Gruppe)

Posttest

M 3,42 (SD 1,90)
M291(SD2,11)
M 2,97 (SD 1,94)

Pretest

M 2,27 (5D 1,68)
M 2,00 (SD 1,92)
M 2,00 (5D 1,56)

Follow-up-Test

M 4,27 (5D 1,98)
M 3,03 (SD 2,37)
M 3,61 (SD 1,69)

Losungsrichtigkeit Interventionsgruppe
Kontrollgruppe 1
Kontrollgruppe 2

6.3.1 Fokussierung auf strukturrelevante Objekte (Indikator 1)

Es zeigtsich ein signifikanter Haupteffekt des Faktors Testzeitpunkt auf die durchschnittliche
Fokussierung auf strukturrelevante Objekte (p <0,001). Der Faktor Gruppe hat darauf keinen Einfluss
(p=0,157; n.s.). Die Faktoren Testzeitpunkt und Gruppe interagieren miteinander (p =0,023) (vgl.
Tab. 1). Die Effektstarke derInteraktion (f=0,25) ist nach Cohen (1992) als mittel einzustufen. Die
paarweisen Vergleiche unter Bonferroni-Korrektur ergeben keine signifikanten Unterschiede (ps >
0,05) zum Pretest- und Posttest-Zeitpunkt. Im Follow-up-Test zeigt sich ein signifikanter Unterschied
zwischen Interventionsgruppe und Kontrollgruppe 1 (p = 0,036). Die Gbrigen Paarvergleiche zum
Follow-up-Zeitpunkt zeigen keine signifikanten Unterschiede (ps>0,05).

Hypothese Hlc muss verworfen werden. Kinder der Interventionsgruppe fokussieren sich nach der
Interventioninihren grafischen Darstellungen zu Textaufgaben nicht haufigerauf die
strukturrelevanten Objekte als Kinder der Kontrollgruppen.

6.3.2 Fokussierung auf wesentliche mathematische Eigenschaften (Indikator 2)

Die Varianzanalyse zeigt einen signifikanten Haupteffekt des Faktors Testzeitpunkt auf die
durchschnittliche Fokussierung auf wesentliche mathematische Eigenschaften der strukturrelevanten
Objekte (p <0,001). Der Faktor Gruppe hat keinen Einfluss (p=0,677; n.s.). Die Faktoren
Testzeitpunkt und Gruppe interagieren nicht miteinander (p =0,872; n.s.).

Hypothese Hlc muss verworfen werden. Kinder der Interventionsgruppe fokussieren sich nach der
Intervention inihren grafischen Darstellungen zu Textaufgaben nicht haufiger auf die wesentlichen
Eigenschaften derstrukturrelevanten Objekte als Kinder der Kontrollgruppen.
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6.4 Vergleich der Lésungsraten

Tab. 5 zeigt die Entwicklung der Mittelwerte der Gruppen hinsichtlich der Losungsrichtigkeitim
Vergleich. Der Mauchly-Test auf Spharizitat weist nach, dass diese erfiilltist. Die Berechnung zeigt
einen signifikanten Haupteffekt des Faktors Testzeitpunkt auf die durchschnittliche
Losungsrichtigkeit (p <0,001). Der Faktor Gruppe hat darauf keinen Einfluss (p=0,237; n. s.). Die
Faktoren Testzeitpunkt und Gruppe interagieren nicht miteinander (p =0,213; n.s.).

Hypothese H2 muss verworfen werden. Kinder der Interventionsgruppe |6sen nach der Intervention
Textaufgaben nicht hdufigerrichtigals Kinder der Kontrollgruppen.

7 Diskussion

Die Ergebnisse zeigen ein differenziertes Bild hinsichtlich der Entwicklung grafischer
Darstellungsfahigkeiten und der Losungsrichtigkeit. Viele Faktoren, dieeinen Einfluss auf die
Entwicklung der Darstellungsfahigkeiten bzw. die Losungsraten nehmen, werdenin der
Untersuchung nicht kontrolliert. Unterrichtliche Faktoren der Kontrollgruppen sind durch
Selbstauskiinfte der Lehrkrafte erfasst. Da die Interventionsgruppe wahrend des
Untersuchungszeitraums keine andere Foérderungim Sachrechnen oderim grafischen Darstellen als
die Intervention selbst erfahren hat, lassen die Ergebnisse den Schluss zu, dass die erhobenen
Befunde auf die Intervention zurickzufiihren sein konnen. Im Folgenden werden die Befunde
interpretiert und diskutiert.

7.1  Mathematische Struktur

Die KinderderInterventionsgruppe beachten inihren grafischen Darstellungen tiber die drei
Testzeitpunkte hinweg zunehmend haufiger Aspekte der mathematischen Struktur, d. h. sie fertigen
zunehmend objektbezogene und diagrammatische grafische Darstellungen an (vgl. Abschn.4.2.1). Im
Gegensatzzum Pretestist nach der Interventionin den meisten Aufgabenbearbeitungen eine
mathematische Struktur grafisch dargestellt. Da die Entwicklung nach derIntervention nicht abbricht,
sondernsich etwas schwacherfortsetzt, kannsie als nachhaltigangesehen werden. Hinsichtlich der
Beachtung der mathematischen Struktur unterscheiden sich die grafischen Darstellungen derKinder
derInterventionsgruppe nach derIntervention jeweils statistisch bedeutsam von den grafischen
Darstellungen der Kontrollgruppen. Die Entwicklungin derInterventionsgruppe kann deshalb auf die
Intervention zurlickgefliihrt werden. Allein die Beschaftigung mit den Aufgaben kann aufgrund des
signifikanten Unterschieds zwischen der Interventionsgruppe und Kontrollgruppe 1nichtals
ausschlaggebend fiir die Verbesserung angesehen werden. Die HOhe des Interaktionseffekts zeigt,
dass die Unterschiedezwischen der Interventionsgruppe und den Kontrollgruppen auch praktisch
bedeutsamsind.

Die Ergebnisse, indenen speziell die Beachtung von Verknipfungen fokussiert wird, zeigeninallen
Untersuchungsgruppen im Pretest niedrige Mittelwerte. Dieser Befund bestatigt die Aussage von
Hasemann (2006), dass gerade die grafische Darstellung mathematischer Beziehungen den
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Schilerinnen und Schiilern Schwierigkeiten bereitet. Dies kann zudem den Befund verschiedener
Studien(z. B. Fagnant und Vlassis 2013; Lopez Real und Veloo 1993; van Essen und Hamaker 1990;
Bender 1980a, 1980b) erklaren, dass die Lernenden grafische Darstellungen kaum als
Bearbeitungshilfen flrsich nutzen kénnen.

Insgesamt zeigen die Ergebnisse zur grafischen Darstellung von Verknipfungen, dhnlich wie beider
Darstellung mathematischer Strukturaspekteim Allgemeinen, einezunehmende Beachtung der
mathematischen Beziehungen iber die dreiTestzeitpunkte hinwegin den Aufgabenbearbeitungen
derInterventionsgruppe. Die Kinder fertigen nach der Intervention (iberwiegend diagrammatische
grafische Darstellungenan, d. h. sie ordnen die Zeichen fiir strukturrelevante Objekte entsprechend
an. Auch hiererweist sich die Entwicklung als nachhaltig. Da sich die grafischen Darstellungen der
Interventionsgruppe nach derIntervention ebenfalls statistisch bedeutsam von denen der
Kontrollgruppen unterscheiden, kann der Effekt auf die Intervention zurtickgefiihrt werden. Der
signifikante Unterschied zu Kontrollgruppe 1zeigt auch hier, dass allein die Beschaftigung mitden
Aufgaben nicht wesentlich fiir die Verbesserungist. Der Interaktionseffekt fallt etwas hoherausals
beiderallgemeinen Beachtung mathematischer Strukturaspekte. Die Unterschiede zwischen der
Interventionsgruppe und den Kontrollgruppen sind auch hier praktisch bedeutsam.

Die KinderderInterventionsgruppe habenihre Darstellungsfahigkeiten hinsichtlich der grafischen
Darstellung mathematischer Strukturen durch Zeichen fiir strukturrelevante Objekte und deren
Anordnungsomit weiterentwickelt. Derleichte Riickgang der Streuung iber die Testzeitpunkte zeigt
eine homogenere Aufgabenbearbeitungin derInterventionsgruppe hinsichtlich der mathematischen
Strukturdarstellung. Das ist vordem Hintergrund erklarbar, dassin den Interventionseinheiten eine
Auseinandersetzung mitden flireine grafische Darstellung der mathematischen Struktur
wesentlichen Aspekten angeregt wurde. Die homogenere Aufgabenbearbeitung sagt jedoch nichts
dariberaus, wie die Kinder die mathematischen Aspekte grafisch dargestellt haben. Die
Darstellungen kénnen sich hinsichtlich der gewahlten Zeichen und der Anordnung sowie deranderen
Merkmale grafischer Darstellungen deutlich unterscheiden (vgl. Abschn. 4.2.1). Inwieweit die grafisch
dargestellte mathematische Struktur mitderin der Aufgabe gegebenen Gibereinstimmt, ist eine Frage
der mathematischen Passung(vgl. Abschn.7.2).

Die Kinderder 3. Jahrgangsstufe sind nach der Intervention deutlich besserin der Lage, auf direkte
Aufforderung hin Elemente der mathematischen Struktur grafisch abzubilden und haben somitihre
Darstellungsfahigkeiten in dieser Hinsicht verbessert. Dieses Ergebnis ergdnzt Befunde von van Dijk
et al. (2003) zu positiven Auswirkungen eines Unterrichts zum Erstellen grafischer Darstellungenin
Ko-Konstruktion (vgl. Abschn. 2.1.2): Durch die Intervention mitindividuellen Konstruktions-und
gemeinsamen Reflexionsphasen, diedie Vielfalt der grafischen Darstellungen der Kinder
berticksichtigt, kann die Darstellung mathematischer Strukturen geférdert werden. Das betrifft nicht
nur die mathematischen Aspekte allgemein (mathematische Objekte und Verknipfungen), sondern
vor allemauch die fiir die Mathematik wesentliche Darstellung mathematischer Beziehungen (vgl.
Dorfler2006). Im Gegensatz zu denim Forschungsiiberblick (vgl. Abschn. 2.1.2) vorgestellten Studien
kannjedoch keine Aussage dariiber getroffen werden, inwieweit die Schiilerinnen und Schiilerdie
grafischen Darstellungen ohne Aufforderungfiirsich als Losungshilfe anfertigen wiirden. Hierfiir
waren weitere Untersuchungen noétig. Die Darstellung mathematischer Beziehungen kann jedoch als
eine Voraussetzungfiireine Nutzung als Losungshilfe angesehen werden.
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7.2 Mathematische Passung

Die Befunde zurmathematischen Passung hinsichtlich der Verkniipfungen zeigen, dass die Kinder der
Interventionsgruppe nach derIntervention nicht nursignifikant haufiger mathematische
Verknipfungen abbilden als die Kinderder Kontrollgruppen (vgl. Abschn. 7.1), sondern auch
signifikant haufiger die zur Textaufgabe mathematisch passenden Verkniipfungen grafisch darstellen.
Diese Entwicklung kann aufgrund der Ergebnisse der Follow-up-Tests als nachhaltigangesehen
werden. Die Hohe des Interaktionseffekts istauch hier praktisch bedeutsam. Die Mittelwerte der
Interventionsgruppe liegen jeweils leicht unter den Mittelwerten der Abbildung von Verkniipfungen
allgemein (vgl. Abschn. 7.1). Zu allen Testzeitpunkten sind somitin den Aufgabenbearbeitungen der
Interventionsgruppe diagrammatische grafische Darstellungen enthalten, die andere Verknipfungen
alsdiein der Aufgabe gegebenen abbilden. Inder Mehrzahl passen die Anordnungen der
strukturrelevanten Objekte in den diagrammatischen grafischen Darstellungen jedoch zudenim
Aufgabentext gegebenen Verknipfungen. Die Kinder der Interventionsgruppe habenim
Interventionszeitraum ihre Darstellungsfahigkeiten hinsichtlich der mathematischen Passung der
grafischen Darstellung von Verkniipfungen somit weiterentwickelt. Allein die Beschéaftigung mitden
Aufgaben kannauch hiernichtals ausschlaggebend angesehen werden.

Diese Befunde ergdanzen diebereitsin Abschnitt 7.1 diskutierten Ergebnisse: Die Kinder entwickeln
zunehmend grafische Darstellungen zu den Aufgaben, in denen die mathematisch passende
Verkniipfung abgebildetist.

Auchdieim Aufgabentext gegebenen Malizahlen und MaReinheiten bilden die Kinder der
Interventionsgruppe zunehmend passend grafisch ab und unterscheiden sich darin statistisch
bedeutsamvon den Kindern der Kontrollgruppen. Die Hohe des Interaktionseffekts ist auch hier
jeweils praktisch bedeutsamist. Erergibt sich hinsichtlich der MaRzahlen aus hoch- bzw.
hochstsignifikanten Unterschieden jeweils zwischen der Interventionsgruppe und den
Kontrollgruppen im Follow-up- Test, jedoch noch nichtim Posttest. Auch hinsichtlich der
MaRBeinheiten bestehen hochstsignifikante Unterschiede jeweils zwischen der Interventionsgruppe
und den Kontrollgruppenim Follow-up-Test. Im Posttestist der Unterschied lediglich zwischen der
Interventionsgruppe und Kontrollgruppe 1signifikant. Auch im Pretest besteht zwischen der
Interventionsgruppe und Kontrollgruppe 1ein signifikanter Unterschied, allerdings mit umgekehrtem
Vorzeichen: Hierliegt der Mittelwert der Interventionsgruppesignifikant unterdem Mittelwertvon
Kontrollgruppe 1. Die Intervention zeigt somit hinsichtlich der Beachtung passender MaRzahlen und
MafReinheitenin den grafischen Darstellungen keine unmittelbar messbaren Unterschiede. Diese
zeigensich erstverzogert. Die Mittelwerte der Interventionsgruppe sind im Pretest niedriger als die
Werte derKontrollgruppen, im Posttest héher. Hierin kann ein Grund gesehen werden, dass die
Veranderung mittels der Varianzanalyse statistisch nicht bedeutsam wird. Die Selbstauskiinfte der
Lehrkrafte lassen keine anderen Veranderungen im Unterricht nach dem Posttest und keine weitere
Forderungim grafischen Darstellenim Sachrechnen erkennen, als den Verzicht auf die Intervention.
Das legt die Vermutung nahe, dass die statistisch bedeutsamen Unterschiede zwischen der
Interventionsgruppe und den beiden Kontrollgruppen als Langzeitwirkung der Intervention
interpretiert werden kénnen.

Diese Ergebnisse korrespondieren mit den Ergebnissen von van Essen und Hamaker (1990), die
berichten, dass die grafischen Darstellungen der Kinder bereits aufgrund einer zeitlich kurz
angelegten Intervention reichhaltiger werden. In dervorliegenden Studie zeigt sich die
Reichhaltigkeitin einervermehrten Darstellung der MaRzahlen und MaReinheiten. Diese
festgestellte Entwicklung zeigt Giber die Ergebnisse der Studie von van Essen und Hamaker (1990)
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hinaus, dass die grafischen Darstellungen der Kinder der Interventionsgruppe nicht nur akkurater und
vollstandigerwerden (vgl. Abschn. 2.1.2), beispielweise durch die Beachtung der MaReinheiten und
Mafzahlen. Vielmehrgewinnen die grafischen Darstellungen der Drittklasslerinnen und -kl&ssler
mathematisch eine neue Qualitat, indem die zur Aufgabe passenden Verkniipfungen abgebildet
werden. Damittragen sie den Charaktervon zur Aufgabe passenden grafischen Diagrammen (vgl.
Abschn. 2.1.3).

7.3 Abstraktionsgrad

Hinsichtlich des Abstraktionsgrades entsprechen die Befunde nicht den Erwartungen. Die Kinder der
Interventionsgruppe beachten inihren grafischen Darstellungen keinen h6heren Abstraktionsgrad als
KinderderKontrollgruppen. Wie in Abschn. 2.1.2 dargelegt, entspricht ein niedriger Abstraktionsgrad
zunachsteinerfirKindertypischen Artzu zeichnen (vgl. Rasch 2001). Allerdings steht das Ergeb nis
im Gegensatz zu anderen Studien (vgl. Van Dijk et al. 2003; Veloo und Lopez Real 1994), in denendie
Darstellungen der Kinder zunehmend formalisierter und schematischer werden (vgl. Abschn. 2.1.2),
was zumindest einem teilweise hoheren Abstraktionsgrad in dervorliegenden Studie dhnlichist. Das
Ergebnis mussjedoch vordem Hintergrund der Aufgabenstellunginterpretiert werden: Die Kinder
wurdeninderUntersuchungaufgefordert, alles aufzuzeichnen, wasihnen fiir die Losungder
Aufgaben wichtigist, und zwarso, dass es jemand anderes verstehen kann. Werden grafische
Darstellungen fiir eine potentielle Offentlichkeit angefertigt, sind sie meist reichhaltiger (vgl. Cox
1999). In dervorliegenden Untersuchung zeigt sich dasin zusatzlichen ausschmiickenden Elementen,
die firdie mathematische Struktur nicht wesentlich sind. Den Kindern scheinteinin der grafischen
Darstellung erkennbarer Realitdtsbezug flireine gut verstandliche Darstellung aufgrund der
Intervention nicht unwesentlicher geworden zu sein. Das Ergebnis erganzt Befunde von Pantziara et
al. (2009), die festgestellt haben, dass Lernende abstrakte vorgegebene grafischen Darstellungenin
konkrete Bilderumzuwandeln versuchten, um dieseinterpretieren zu kdnnen (vgl. Abschn. 2.1.2).
Dariiber, welchen Abstraktionsgrad die grafischen Darstellungen der Kinder aufweisen wiirden, wenn
sie als Bearbeitungshilfen angefertigt wiirden, kann hier keine Aussage getroffen werden. Die
deskriptive Betrachtung derverschiedenen Aufgabenitems legt die Vermutung nahe, dassfiirdie
Wahl des Abstraktionsgrades die Aufgabentypen entscheidend sind (Ott 2016, S. 244 ff).

Fiir das Problemldsen wird ein starker Realitatsbezugin bildlichen Darstellungen als hinderlich
angesehen und schematische Darstellungen als hilfreich (vgl. Hegarty und Kozhenikov 1999; vgl.
Abschn.2.1.2). Bisherwurde in der Analyse jedoch nicht zwischen dem Realitdtsbezug und der
Darstellung mathematischer Strukturen in derKlassifizierung der Darstellungen unterschieden.
Bereits Veloo und Lopez Real (1994) weisen darauf hin, dass weniger der Realitdtsbezugals vielmehr
die Darstellung mathematischer Beziehungen fiir das erfolgreiche Problemldsen ausschlaggebend
seinkdnnte. Sieht man das Ergebnis dervorliegenden Studie hinsichtlich des Abstraktionsgradesim
Zusammenhang zu den Ergebnissen der mathematischen Struktur und der mathematischen Passung,
so zeigtsich, dassdie Kinder zwar mehrauf die mathematische Struktur und Passunginihren
Darstellungen achten, die Erh6hung des Abstraktionsgrades jedoch nicht einhergeht. Vordem
Hintergrund des Konzepts des elementaren Modellierens von Schwarzkopf(2006), der betont, dass
die Mathematisierungim Sachrechnennichtin einer Vernachlassigung empirischer Details besteht,
sonderndarin, flexible Beziehungen zwischen der Sache und der Mathematik herzustellen, kann das
Ergebnis dahingehend interpretiert werden, dass die Kinder fiir diese Beziehungen einerseits die
Sachebene nichtvernachlassigen, dennoch zunehmend starker flexiblere mathematische
Beziehungen herstellen kdnnen. Die Untersuchungsergebnisse legen die Vermutung nah, dass die
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Entwicklung des Abstraktionsgrades unabhangigvon der Darstellung der mathematischen Struktur
und der mathematischen Passung verlauft. Dies misste in weiteren Untersuchungen geprift werden.

7.4 LOsungsraten

Die KinderderInterventionsgruppe verbessern sich deskriptiv betrachtet hinsichtlich der
Losungsraten. Sie |I6sen die Aufgaben jedoch nicht signifikant hdufigerrichtigals die Kinder der
Kontrollgruppen. Das ist kontradrzu Ergebnissen vonvan Dijk et al. (2003), in deren Studie sich ein
Unterricht, in dem Kinder eigene Darstellungen entwickeln und mitihren Klassenkameradenin
Austausch daribertreten, positivauswirkt. Im Gegensatz zu dieser Studiewurden die grafischen
Darstellungeninderhierevaluierten Intervention als eine mogliche Darstellungsweiseim
Mathematikunterricht reflektiert, mit dem Ziel die Darstellungsfahigkeiten zu entwickeln. Siewurden
nichtals Losungshilfe fiir die Aufgaben betrachtet. Darin konnte ein moglicher Grund flr die
unterschiedlichen Ergebnissein den beiden Studien liegen. Zudem lagauch in der Testbearbeitung
derSchwerpunkt nicht auf der Aufgabenldsung. Die Entwicklung der Interventionsgruppe beziglich
derLoésungsraten und derErstellung mathematisch passender diagrammatischer Darstellungen
verhaltsich unterschiedlich. Das weist darauf hin, dass diese beiden Bereiche sich nicht gegenseitig
bedingen. Beispielsweise heil}t das, dass das Anfertigen einer mathematisch passenden
diagrammatischen grafischen Darstellung nicht garantiert, dass die Aufgabe auch richtig geldst wird.
Das korrespondiert mit Ergebnissen vonvan Essen und Hamaker (1990). Es kénnte darin begriindet
sein, dass die Kinder die grafische Darstellung und die Aufgabenlésung noch als unabhéangig
voneinander betrachten. In Anlehnungan Ergebnisse von van Essen und Hamaker (1990) konnte ein
Grund auch im AlterderKinderliegen (vgl. Abschn. 2.1.2). Weitere Forschungen in diesem Bereich
sind notwendig.

Dain derVarianzanalyse nurder Unterschied hinsichtlich der Losungsrichtigkeit getestet wird, ist ein
Blickin die deskriptive Beschreibung der Ergebnisse hilfreich (Ott 2016, S. 253). Hierzeigtsich, dassin
derInterventionsgruppe der durchgehende Anstiegrichtiger Ldsungen mit einem deutlichen
Absinken des Anteils falscher Losungen zwischen Pretest und Posttest und einem kontinuierlichen
Absinken des Anteils der Kinderdokumente, in denen keine Losung angegebenist, einhergeht. Inden
beiden Kontrollgruppen zeigt sich dieses Bild nicht. Ob die deskriptiven Befunde statistisch
bedeutsam sind, missten weitere Untersuchungen klaren. Der beschriebene Unterschied in der
Entwicklung falscher Lésungen und Aufgaben ohne Lésungen zwischen den Gruppen kénnteein
Hinweis darauf sein, dass die Entwicklungin der Interventionsgruppe nicht ausschliefRlich auf
Gewohnungseffekte an den Test bzw. das fortschreitende Alter der Kinder zuriickzufihreniist.

7.5 Grenzender Untersuchung

Die Aussagekraft der Studie wird durch verschiedene Faktoren begrenzt. Die Stichprobe der Studie ist
nichtglobal reprasentativ, kannjedoch als merkmalsspezifisch reprasentativbeziglich des grafischen
Darstellensim Mathematikunterricht angesehen werden (Bortz und Déring 2006, S. 397 f). Fur die
Entwicklung von Darstellungsfahigkeitenist der aus untersuchungspraktischen Griinden gesetzte
Zeitrahmenin einerdritten Jahrgangsstufe mit neun Interventionseinheiten relativkurz. Die Anlage
als Mehrgruppendesign mit zwei Kontrollgruppen ermoglicht es, Effekte auf die Intervention
zurlickzufiihren und mogliche Stérvariablen wie diealtersmafige Entwicklung, die Gewdhnungan

28



denTest, den Einfluss der Interventionsaufgaben an sich sowie die Klassenzusammensetzung und -
fuhrungzu kontrollieren. Dennoch kannin einer Studie unter nahezu realen Bedingungen der Einfluss
von Stérungen nie ganzlich vermieden werden. Der Entwicklungsverlaufvon Kontrollgruppe 1, derim
Gegensatzzudenanderen Gruppen schwachere oderteilweise keine Anstiege hinsichtlich der
Beachtungderkonstituierenden Merkmale grafischer Darstellungen bzw. der Ldsungsraten aufweist,
kénnte auf einem derartigen Einfluss beruhen. In den Ergebnissen sind teilweise Deckeneffekte
beobachtbar, wassich auch in einer Anderung der Streuung iberdie Zeit duRRert. Diesistinhaltlich
darin begriindet, dass derTest, in dem die Kinder zum Zeichnen aufgefordert werden, am oberen
Ende nicht weiterdifferenziert. Mit zwolf Kindern der Interventionsgruppe wurden begleitende
Interviews durchgefiihrt, in denensieihre eigene grafische Darstellung sowie zweifremde grafische
Darstellungen erklarten. Bereits die Vorgabevon grafischen Darstellungen in einem Test kdnnen sich
positiv auf die Ergebnisse derSchilerinnen und Schiilerin einem nachfolgenden Test auswirken (vgl.
Fagnantund Vlassis 2013). Da alle Kinderin den Reflexionsphasen verschiedene fremde grafische
Darstellungen zu erklaren und verstehenversuchen, wird der Einfluss der Interviews als gering
eingeschatzt.

8 Fazit

Die Studie verfolgt die Fragen, inwieweit sich die vorgestellte Intervention auf die Beachtungder
konstituierenden Merkmale fiir grafische Darstellungen zu Textaufgaben und auf die zugehdrigen
Losungsraten positiv auswirkt. Die Intervention fokussiert dabei die Konstruktion eigener grafischer
Darstellungen und die gemeinsame Reflexion anderer Darstellungen aus derKlasse. Die Ergebnisse
legen nahe, dass die Lernenden durch dieses kommunikative Unterrichtssetting dazu angeregt
werden, haufiger eine mathematisch zur Aufgabe passende Strukturinihren grafischen
Darstellungen zu beachten und abzubilden. Dies kann als eine Entwicklung von Bewusstheit (vgl.
Mason 1987) fiirdiese Merkmale grafischer Darstellungen interpretiert werden undist eine wichtige
Komponente mathematischer Kompetenz (vgl. Goldin und Shteingold 2001; Lesh et al. 1987). Die
qualitativen Analysen (vgl. Ott 2016) zeigen, dass die Schiilerinnen und Schiiler dabei ihreindividuelle
Art derDarstellung meist beibehalten. Auch der Abstraktionsgrad bleibtin den grafischen
Darstellungen liber die Testzeitpunkte hinweg groRtenteils konstant. Eine Veranderungin Richtung
abstrakterer Darstellungen scheint fiir sie nicht notwendig bzw. unangebracht zu sein. Fiirden
Unterricht erscheint es sinnvoll, sich weniger auf eine Verwendung abstrakter grafischer
Darstellungen oder Bearbeitungshilfen (Franke und Ruwisch 2010, S. 103 ff; 2.1.2) zu fokussieren.
Vielmehrlegen die Ergebnissedervorliegenden Untersuchung nahe, die grafische Darstellung der
mathematischen Beziehungeninder AnordnungderZeichen fiir strukturrelevante Objekte ins
Zentrumdes Unterrichts zu riicken. Zunachst unvollstdandige und fehlerhafte Versuche der Kinder
sind Etappen auf dem Weg zur Entwicklung von Darstellungsfahigkeiten. Diese miissen von der
Lehrkraftausgehalten, kompetenzorientiert betrachtet (vgl. Selter 2007) und produktivim Unterricht
genutzt werden. Die Entwicklung von Darstellungsfahigkeiten ermdglicht den Lernenden letztlich, die
Verantwortungfirihrgrafisches Darstellen zu ibernehmen. Diesist nicht zuletzt derSinn der
Entwicklungallgemeiner mathematischer Kompetenzen.
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